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DOPUNA SLIKE U PLANTMETRIJSKIM ZADACIMA

Zadatak 1 (Opéinsko natjecanje SR Srbije — I r. 585 — 1981. g.): Ako je
tofka M u trokutu ABC, dokazati da Je |AMI+I MBI < |AC]+ICBI .g ‘
Dokaz: C

Nadopunom slike imamo:

AANC: 1ANI <1 acl +lcnl

N aBNM: MBI < |MNl+INBI[*

% [AN]+IMB! < IAC) +ICNI +IMNI +[NBf =
> (1AMl +IMNI }+I MBI < [ACI+{ ICN| + INBI )+
A B +[MN| = [(AMI+IMBI < LACI+ICBI.

Zadatak 2 (Opéinsko natjecanje SR Hrvatsie - I r. S% - 1981. g.): Neka su
D i E tocke unutar trokuta ABC, takve da je ABED konveksan detverokut.
Dokazi da je njegov opseg manji od opsega trokuta ABC.

Dokaz: c
Nadopunom slike imamo:
4AFC: 14F| < 1AC| +|CFI
F aDGF: IDGl < IDF|+IFG} | + >
AEBG: (EB| £ |EG| +IGB)
G 2> [AFI+1DGI+)EBI < [ACI+ICF| +[DFI +|FGl +
+IEG|+|GBI 3 (|ADI+IDF! )+{|DE!+IEGI) +
+|EBl < |AC| +{ICFI+IFGI +1GB! )+
_ +IDFl +[EG] = |AD! +|DE] +|EB| «
A B < IACI+ICBl =>tvrdnja zadatka.

Zadatak 3: Neka je P unutrasnja todka trokuta ABC. Dokazati da
je TPAT +IPBI +|PC] manje od sume dvije dul je stranice trokuta.
Dokaz: C

Neka je [ABI < |BCI < ICAl. Treba
dokazati da je [API +[BPl+I(CEl <
< | BCl+!ICAl.
Povucimo todkom P pravac DE,
D€ AC, E€BC, DEI!l AB. Tada je
I¢pt > Icef 1 Icol >ICPl, pa zbra-
janjem nejednakosti :
lapl < IADI + [DP] , ]EPl < | BEIl + |EP] ,
ICPI < |CDI 1 |DEl < jCElizlazi
TAPI+|BP|+|CPI+[DE!C {AD! + |DP{ + |BE|+ {EP| + |CDI + [CEl, odnosno
(zbog IADI +[CDI = JACI, IDPi + |EP! = |DEI i (BEl+ [CE[ = |BC!)
IAP! +IBP| + ICP] < IBCI + |CAl .

Zadatak 4 (Republidko natjecanje SR Hrvatske - VIT r. 0% -
1990. g.): Neka su o, 3, r',d kutevi Setverokuta ABCD i pri-
tom o=m, J5p . Dokazati da je IBCI > [AD],

Dokaz: £

. Neka je E=zADN BC. Zbog o =/,

s trokut ABE je jednakokradan, tj.
IBE[ = [AEl . Zbog d» ¢ Je d'c ',
pa je ICEl < {DE/, a odatle izlazi
da je IBC/=(BE|-(CE! > [AE[ - [DE] =
= |ADl, tj. [Bcl > JaDl,
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Zadatak 5 (Republicko natjecanje SR Bosne i Hercegovine - II
r. S5 - 1986. g.): U ravnini je dan paralelogram ABCD. Neka
toéke E, F, G, H leie na dijagonalama paralelograma ABCD i
neka je EFGH paralelogram. Za proizvoljnu todku X dokazati da
Je: [IXA[ +|XBl +1XCl + [XDl 3 |XE] + )XF{ + |XG[ + [ XHI.

Dokaz:

Neka su ispunjeni uvjeti zadatka
i neka su E,Gé€& AC, fF,He BD. Tada
je 3 zajednidko sjeciste dijago-
nala oba paralelograma. Neka je
nadalje Y centralno simetriéna
tocka todki X u odnosu na centar
5. Tada su AXCY i EXGY paralelo-
grami, pa imamo (prema Z 1):
|KAI+[XCI=IYC!+|CX|3 1YGH + |GX| =
=IXEl+IXG[, tj.

I Xal+xcl 2 [XEl+1XG1I (1),
Analogno izlazi

IXBl + 1XDI 2 IXFl +IXHl (2).
Zbrajanjem (1) i (2) dobivamo tvrdnju zadatka.

Zadatak 6 (Republidko natjecanje SR Crne Gore - II r. 5§ -
- 1985 g.): Neka je ABCD konveksan &etverokut. Dokazati da je
P(ABCD) £ ( 1ABl . |CD}+iBCI .[AD| )/2, gdje je P(ABCD) povrsina
éetverokuta ABCD.
Dokaz: ’

P{ABCD)=P(ABD)+P(CDB)=

=IAB|.V1IZ + |CD|.V2f2 =

< [ABI.IAD! /2 + IcDl.|BCI/2 =

= (|AB!.|IAD/ +IBCI. [CDI)/2 , t].
P{ABCD)<( JAB! . lADI +IBCI . ICD! )/2 (1).
Neka je sada E takva todka da je
|AE} = ICDI , [CE!=|JAD] i da su E i D
s3a iste strane dijagonale AC. Tada
su trokuti ACD i ACE sukladni, pa

je i P({ACD)=P(ACE), odakle izlazi da je P(ABCD)=P({ABC)+P(ACD)=
=P{ABC)+P{ACE)=P(ABCE). Primjenom (1) na to dobivamo P{ABCD) =
=P(ABCE) £ ( IAB! . [AEl +IBC[ . [CEl }/2 = (|ABl.!CD! +|BCl.|aDl)/2
tj. P(ABCD} < ( |AB| . ICD| +IBC] . 1ADI }/2.

Zadatak 7 (Republicko natjecanje SR Srbije - I r. S5-1978.g.):
Neka Jje P tofka y 3il jastokutnom trokutu ABC. Ako je d najmania,
a D najveda udaljenost tofke P do todke na opsegu trokuta, do-
kazati da je 2d4D.Kada vrijedi jednakost 7

bokaz:

Neka su K,L,M noZi3ta okomica spu-
ftenih iz P na BC,Ch,AB. Tada je
d=min{[PA}LIPBL[PC|}, D=Max{IPAl,|PB|,IPCI}.
0d 6 kuteva sa vrhom P, bar jedan
nije manji od 60°. Neka je na pri-
mjer IBPK 260° i neka je Q todka
simetrifna tofki P u odnosu na os
simetrije BC. Tada je (BQ!={BP] i
¥BQP=4BPQ 2 60°, pa je 4PBQ £60°,
zbog cega je |PQl € )BPl, ti.

2d £ IPBI .

S TS

Po3to je |PBl£ D, tada je 2d& D. Jednakost vrijedi kada je
trokut ABC jednakostraniéan i kada je P njegovo teZi3te.

Zadatak 8 (Heronov teorem, Republidko nat jecanje SR Makedoni je
=V r. 05-1989.g., Republidko natjecanje SR Hrvatske-VII r. og
-1990.g.): Dane su todke P i Q sa iste strane danog pravea p-.
Na praveu p naéi todku R tako da |PR| +|RQ| bude minimalno.
RjesSenje:

Neka su Q" i Q osno simetridne

toéke u odnosu na pravac p i R=s

=pN PQ’. Tada je |PR|+|RQ}=IrPQ'l,
pa je R traZena tolka.

P Zaista, ako je Tep, T#R, bilo
koja druga todka pravea p, tada
je IPTL+[TQI=IPTl+|TQ! »[PQ' =
= PRl +|RQ] .

Zadatak 9: Unutar 8iljastog kuta dana je todka A. Na krakovima

kuta odrediti todke B i C tako da opseg trokuta ABC bude mini-
malan. '

RjeSenje:
Neka su P,Q simetridne todke tod-
ki A u odnosu na krake p,q kuta i
neka su B,C sjecista pravca PQ =a
kracima p,q. Tada je trokut ABC
trafeni trokut. Naime, iz [AB| =
=[PB| i [ACI=IQC| slijedi |AB|+
+|BC| +|CA| =|PBI +|BCl +[CQ| = |PQI .
Neka su sada D,E proizvol jne tod-
ke na kracima p,q. Tada iz [ADI =
N =|PD| 1 |AE] =|QE! 31lijedi [(ADI +
a +|DEl + |EAl = [PD| +|DE{+]EQ[ » {PQ|=
=|AB| +IBCl + (CAl. Dakle; trokut
ABC ima najmanji opseg.

Zadatak 10: U unutradnjosti kuta dane su todke P i Q. Zraka

svjetlosti polazi iz todke P, reflektira se prvo od Jjednog, a
zatim od drugog kraka kuta i prolazi todkomQ. Koji je naj -
kraédi put zrake 7

RjeSenje:

Neka su N i Q osnosimetridne tod-
ke u odnosu na krak kuta n, M i N
osnosimetridéne todke u odnosu na
krak kuta m, R=mnPM i S=n ARN .
Tada Je IPRI+IRS| +|SQl=[PRI+IRSI+
+ (SN[ =1FRl +|RN|={PRIl +|RM| = | PM{
najkraéi put zrake svjetlosti ko-
Jja se prvo reflektira na kraku m,
a zatim na kraku n (dokaZite to 1).
Analogno je [PR’'[+|R'S' +|3°Q]=

= |PM?! najkraéi put zrake svjet -
losti koja se prvo reflektira na
kraku n, a zatim na kraku m.

Od ova dva puta manji de biti onaj
kod koga su todke R i O sa iste
strane praveca PQ (dokaZite to !).
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Zadatak 11 (Schwarzov problem za trokut): U zadani $iljastoku-
tan trokut upisati trokut najmanjeg opsega, takec da na svako]
stranici zadanog trokuta leZi po jedan vrh upisanog trokuta.
Rjedenje: b
Neka 'je ABC zadani trokut i R € AB
jedan vrh upisanog trokuta. Neka
.-D su nadalje D i E todke simetridne
: todki R u odnosu na stranice BC i
CA, te P=BCNED i Q=ACN ED. Tada
za fiksiranu tolku R upisani tro-
kut PQR ima najmanji opseg jednak )
|ED] . Trokut EDC je jednakokraédan
{zbog |EC[=[RC]=|DC!) i JDCE=
=2.{BCA, pa je |ED| minimalno ka-
da je |EC]=|IDC| minimalno, tj. ka-
da je |RC| minimalno, a to je ispunjeno kada je CR_L AB.

Analogno ze pokazuje da su P i Q noZiSta visina na stranice BC g
i CA trokuta ABC, pa je visinaski trokut PQR traZeno rjeSenje.
Zadatak 12: Trokut je jednakokradan ako su mu jednake simetra-
le dva unutrasnja kuta.
Dokaz:
Po pretpostavel je |ADI=IBEl (1).
Treba dokazati da je ol=/>. Pret-
postavimo (suprotno tome) da je
na primjer o> m (2). Neka je
F takva tofka da je ADFE parale -
logram., Tada Jje 4DFE=4DAE=ol/2 i
IEF! = IADI ={BEl (prema (1)}, tj.
trokut BFE je jednakokradan, pa je
4BFE=JEBF, tj. o/24p=ra3/2+y¥ (3).
Iz (2) 1 (3) slijedi ¥cw , a
odatle IBDI < {FD[={AEl, tj].
IBDI < | AEl (4).
Kako trokuti ABE i BAD imaju po 2 stranice jednake, tada je
prema (U4) d/2<4 /2, tj. o<y, Bto je kontradukeija sa (2).
Zadatak 13 (Republiiko natjecanje SR Slovenije - I r. S8 - -~
- 1966. g., Opéinsko natjecanje SR Srbije - VI r. 03-1989.g.):
Dan je jednakokradan trokut ABC sa osnovicom AB. Na produZet-
ku stranice CA, iza vrha A izabrana je proizvoljna todka D, a
na produzetku BC todka E, tako da je |AD{=|BEl. Dokazati da
osnovica AB raspolavlja duZinu DE. e
Dokaz: C
Neka je F=ABNDE i Ge AB, EG||AD.
Tada je trokut GBE jednakokracan
£ (4BGE=4GBE), pa je IGE|=|BE|=
=IADf. Iz sukladnosti trokuta
AD A B ADF i GEF slijedi da je {DFIl-=
D_-:,«"F G =lEF!.

Zadatak 14 : Zbroj normala, spultenih iz bilo koje toéke jed-
nakokracnog trokuta na krake je stalan.

Dokaz:

Neka je [ABI:[AC[,TE.BC i neka su TD i TE normale iz T na AC
i AB. Neka je nadalje FT||AC (Fe AB), BGLAC (GEAC) 1 H =

-
i

A =BGANFT. Tada su trokuti BTE i
BTH sukladni, pa je |TEl =|BHI|.
F Nadalje je ITDI=[HGI (jer je
G éetverokut TDGH pravokutnlk), pa
E D Je ITEl+|TDI=[BH|+|HG|={BG).
B T ¢C

adatak 15: Dan Je jednakostranidan trokut ABC i todka O unu-
ar njega. Paralele iz tocke O redom sa stranicama AB, BC, CA
sijeku redom stranice u todkama D, E, F. Dokazati da je

10Dl +10E| +10Fl jednako duljini stranice trokuta.
Dokaz:
c Neka je G presjek pravea 0D sa
stranicom AC. Tada su trokuti
E GOE i GDC Jjednakostraniéni, a
G D cetverokut AFOG je paralelogram,
pa vrijedi: (ODI+{OQE|l«+|0OF| =
=10Di +1 0G| +1GAIl = |GD! + IAG] =
ATF B =I1GCI +1AGI = |ACI .

Zadatak 16: Naéi kut JABC trokuta ABC, ake je duljina visine

B) Jjednaka polovini duljine stranice AB i ako Je kut
4BAC=75".

Rjedenje:
Neka je M sjecidte simetrale
c stranice AC 1 stranice AB. Tada

(1iz jednakokradnosti trokuta
CAM) izlazi: 4MAC=75°, JAMC=30°,
dMCN=60", pa je (u trokutu MCN)
{CN| =IMCI /2. Kako je po pretpos-
tavel (CNj=IABl/2, tada je [ABl=
=|MC[=1AMIl, tJ). BEM, pa je tra-
Zeni kut 4AMC=30°.

75° AL
A N M .

Zadatak 17: NS straniei BC trokuta ABC dana je todka D, takva
dﬂ Je {BAD=15" i IBDI={CDI/2. Nadi kuteve trokuta ako je LABC=
=45

RjeSenje:

Neka je E todka na duZini AD
takva dg jeOCEJbAD. Tada je:
4ADC=15 3“5 560 P < DCE=90" -
-4{EDC=90"-h0 =§0 ,lEDI:IBCIIg
= IDBY <4EDB=180 —{EDC:ASO =60
=129, ¥BED={EBD=(180°-120%/2
=30 ,4ABE=15", pa iz jednako -
kradnosti trokuta ABE i BCE

( IAE1=|BE|l 1 [BEl=ICE!l} salijedi
Jednakokradnost trokuta CAE
(ngl:lnEl), zbog Gega je ACAE:=

Dakle, 4BAE=15°+45%-60°, {ABE:HSB,.4BCA=30°+H5°=75°.

Zadatak 18: U ravnini.ithmnstmndégog trokuta ABC dana je todka
M, takva da je 4BCM=75° i ¢BAM=45°, Dokazatl da je MB.LAB.
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Dokaz:
Neka je N todka u unutrasSnjosti

trokuta BMC, takva da je trokut |

MCN jednakostranican. Fada Je
YACH=FACB+IBCM-ANCM=60"+75-
-60"=75"=¢{BCM. Iz sukladnosti |
trokuta ACN i BCM (|ACI=IBCl, |
ICN1=ICMI, JACN=4BCM=75°) izlagi
da je |AN] =1{BM|. Nadalje u trd -
kutu ABC jzlazi da je JAMC=18 2-
—(13 +135 =307, pa je YAMN=60"-
-307=30", zbog tega su trokuti
AMC i AMN sukladni. Odatle je
IANI = |AC], pa zbog IACI=|BCI i
IANI =1BMIl je IBCl=IBM!, tj. tro-
kut CBM je jedngkokraéan. Zato
je 4BMC=4BCM=75", pa je JCBM=
=180°-2.75°=30". Dakle, <ABM=
=90", 3to se i tvrdilo.

Zadatak 19 (Republidko natjecanje SR Makedonije - II r. S5 -

- 1986, g.): Todka P nalazi se unutar kvadrata ABCD, tako da
je IAP} :|BPl :ICPl =1:2:3. Nadi <APB.
Rjedenje:

Zargtirajmo trokut BPA cko B za
-90". Todka A se preslika u togu
I ku C, a P u Q. Tada je JPQB=i5

= ”?Q i [PQI2:2.IBP{.Prema uvjetu za-

el datka je [(BPl=2.1AP| 1 ICP|=

P s =3. |AP| , odakle je IPQI°+icqQl®=
=8. (API 24 AP g:g.IAPI2=|CP]2,

A "" "-.__“ B
pa je 4§QC=9 <
Konaéno je ¥APB=dCQB=JCQP+¥PQB=90 +45"=135".

D C

Zadatak 20 (Republiéko nat jecanje SR Hrvatske - VII r. 03 -

. £- J: Neka je u unutraénjosgi kvadrata ABCD odabrana
totka P, takva da Je SABP=¥PAB=15". Dokazati da je trokut PCD
jednakostranidan. )

Dokaz:

Neka je R unutrasSnja tofka kvad-
D ——TC rata ABCD, takva da su trokuti
o BCR i ABP sukladni. Tada je tro-
o kut PBR jednakostrasiéan { jer je
IPBl= |BRI i 4PBR=60"), pa iz
IPRI = |BRI = [RC| sl1ijedi da je
trokut PRC jednakokraéag. Iz
IPRC=360°-YPRB-YBRC=150° slijedi
sukladnost trokuta PRC i BRC,
odakle je [PCl=|BC|=a. Analogno
izlazi da je i !PDl=a, pa je
trokut PCD jednakostranidan.

A

Zadatak 21 (Savezno natjecanje - I r. S5 - 1983. g., Republid-
ko natjecanje SR Srbije - VII r. 05 - 1989. g.): Zadan je jgd-
nakokradan trokut ABC sa osnovicom BC i kutom pri vrhu A 80~ .

sy s

Unufar trokuta nalazi se todka M, takva da je 4MBC=30° i 4MCB:
=10". Koliki je kut <AMC ?

Rjedenje:

Iz uvjeta zagatka slijedi da je
¥CBA={BCA=50 . Neka je D sjeciste
simetrale kuta gCAB i pravea BM,
Tada je ¥DAC=40" i IBDI=(CDl, pa
je chnéaoo, qMCD=20", JDCA=50"~
-307=20", 4CDA2320 . Iz gBDC:lEO
izlazi ¥DMC=180°-120°-20°=10°, 12
sukladnosti trokuta ADC i MDC
{podudarnost u stranici [CD|1 dva
kuta) slijedi da je [MD[={AD{,
zbog éega de {1MDE(J80 -4MDA) /2=
=(180%-120 )z‘g=30 ” Dg Je LAMC=
=LAMD+ADMC=30°+10°=70°.

Zadatak 22 (Savezno natjecanje - IV r. S5 - 19B3. g. ): Neka
je F todka unutar trokuta ABC, takva da je <PAC=4PBC i neka
su M i L noZidta normala iz P na pravece AC i BC. Ako je D
srediSte stranice AB, dokazati da je [DLI=]DM|.

Dokaz:

Neka su Q 1 R srediSta duZina AP
i BP. Tada su trokuti MAQ i LBR
jednakokradéni i medusobno sliéni,
pa je <MQP=2 .J{MAP=2 {LBP=4PRL.
Cetverokut DRPQ je paralelogram
{(jer su DR i DQ srednjice trokuta
ABP)}, paje <PQD=4DRP, zbog dega
je AMQD=4JLRD. Zbog [MQI=IQPI| = DRI
i ILRI={RPI=tDQ|, trokuti MQD i
LRD su sukladni, pa je |DMI=|DLI.

Zadatak 23 (Savezno natjecanje - I r. S5 - 1986. g.): U tro-
kutu ABC kutevi kod vrhova B i C su po 40”. Stranica AB je
preko B produZena do todke D, tako da je IADI=I1BCl. Odredite
kuteve trokuta ADC .

Rjedenje:
I naéin:
D Neka je BCE jednakostranican tro-
> 8
As. g kut. Tada je 4DAC =ACE=100" i
v IDAf =IBC| =[|EC], pa je DECA jedna-
A xokradan trapez. Nadalje je {EDA=
;e A -IDBE=80%, pa je IDE| = [BEI = 1ECI ,
i odakle je EDC=4DCE=(180°-80°)/2=
E ‘n.u~ =50 8 JCDA=80"-50"=30", 4DCA= -
= =180°-(30°+100%)=50°, ¥DAC-=100°.
II nadin:

Neka je E €BC, |§CI=IACI (=1taBl).
Tada je «CAE= 70, pa zbog |ADI=
=\BCI| izlazi IB8!=|BE[, <SBDE=
=4{BED=4EBA/2=20". Neka je F pro-
jekeija tolke D na pravac AE. Ta-
da je <DAF=30°, |DFl={AD r2=
=|BC| /2, pa zbog 4DEF=90 -40 =50
slijedi sukladnost trokuta DEF i
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BAS, gdje je S polovidte straﬂicg BC. Odatle jS {DE! = [AB| =

=IBCI, pg je ¥EDC=4DCE=¥DEB/2:=10°, tj. ¥ADC=30°, ¥DCA=50 )
¥CAD=100°,

Zadatak 24: U jednakokradnom trokutu ABC je ¥ACB=100°. Unutar

trokuta je dana todka M, takva da je ¥BAM=30" 1 {ABM=20°. Na-
&1 JACM.

Rjedenje:

I naédin:

Iz uvjega zadatka_slijedi da je
4MAC=10", IMBC=20°. Neka simetra-—
la kuta JACB sijeie pravac AM u
todki N. Trokuti ACN i BCN su su-
kladni (IACIEIBCI, {ANI = BN ,
§A0g={BCN=50 ), pa je 4NBC=INBM=
=10", IBNC=JANC=120", odakle je
IBNM=120". Iz sukladnosti trokuta
BMN i BCN (|BNI=IBNé, <4MBN=JTBN=
=107, <BNM={BNC=120") slijedi da
je IBMI={BCI, a gdatle ¥BCM=YBMCs=
:(188 -2 )/g:Bo Yy pPa je <ACM=
=100"-80"=20°.

II naéin:
Neka je tolka N simetridéna todki
M u odnosu na os AB. Tada je tro-
kut ANM jednakosgraniéan. Hada] je
je 4ANB=4AMB=130 Kako je 180%-
-¥ANB=180"-130°=50°=%ACB/2, tada
tolke A ,N,B leZe na kru¥nici &i-
je je srediSte u todki C. Stoga
Jje ICAl={CN), pa iz sukladnosti
i s trokuta AMC i1 NMC slijedi da je

o PR L ACM=ENCM. Kako Je trokut ANC

) jednakokradan, to je JACN=180°-
-2.70%:40°%, pa je XACM=IACN/2:
=20,

Zadatak 25: Dan Jje Jjednakokradan trokut ABC s kutom pri vrhu
C od 20°. Na kracima BC i AC dane su todke D i E, takve da
Jje JDAB=60° i <ABE=50". Odrediti <ADE.

Rjesenje:

I nadin: c

Prema uvietima zadatka Je <4BAC=
=4ABC=80", JABE=JBEA=50", pa je
trokut BEA jednakokradan, tj.
IABl= |AEl. Neka je F todka na
kraku AC, takva da je <ABF=60° i
neka je S presjek duZina BF { AD.
Tada je trokut ABS jednakostrani-
€an, pa iz |AS(=|ABI=/AEl slijedi
jednakokraénosg trokuta Asg, t 3.
YAES={ASE=(180"-SAE)/2=80°.

Zbog FD||AB je ¥ADF=60°, pa je
trokut SDF jednakostranidan. Ka-
ko je trokut ESF jedgakokraéan
{(jer je LESF=JSFEz40%), to su

trokuti ESD i EFD sukladni (
YSDE=JFDE=60":2=30". Dakle,
II nacin:

C

= 11 =

podudargost u 3 stranice), pa je
JADE=30".

Iz uvjeta zadatka slijedi da jJe
trokut BEA jednakokradan ({JBEA=
=4{ABE), tj. da je I[ABI| =|AEI (1).
Neka je BF (F& AD) simetrala <ABD
i neka je G takva tocka da je
JEAG=JEGA-40". Iz sliénosti tro -
kuta ABF i ADB slijedi |IBF|:[ABl-=
=|BD| : |AD|l, tj-

| BF]. |JAD| = |AB] . | DBI (22.

Iz slicnosti jednakokraénih tro -
kuta AGE i BDF sl1ijedi IAG|: IAEIl =
= {BDl : [BF|, t3j. (zbog (1))}
1AGL.{BFI=1AB] . |BD| (3).

Iz (2) i (3) slijedi |BF|.|AD]=
=|AG| . |BFl, tJi.]AD|=]AGI, pa Je
{zbog ¥DAG=60") trokut ADG jedna-
kostranidan.

Zbog IAEl =|GEl, tolka E je pa si-
metrali LADG, pa je 4ADE=30".

Zadatak 26: U jednakokradnom trokutu ABC kutevi uz osnovicu
Eﬁ_ﬁg_ﬁ—g_

0. Od%brana Jje ugut
da je 4MAB=10" i 4MBA=20".
Rjedenje:

I nacin:

radnja todka M trokuta ABC, takva
Naéil <[CMB.

Iz uvjeta zadatka slijedi da_je
§MAC=%UE, ¥MBC=20%, LAMB=150°.
Neka je P simetridna todka tocki
M u cdnosu na AC. Tada je trokut
AMP jednakostr%niéan. U trokuty
ABP je 4APB=70", pa je 4BPM=10".
Iz jednakokraénosti trokuta PMC
(IPC|=IMC]) slijedi da Je LPMC=
=4MPC=10_. Lako se vidi da je o
{CMB=§60 —({AME+{RMP${PHC)=360 -
—(150%+60°%+ 10°)=140°,

Neka je P &BC, |BPI=|BAL:
Sluéaj se svedi na I nadin.
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IIT nadin:

VI nacin:
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Neka je N€ AB, |BNI=[BCl, L=BMNAC
i 0=CNN ML. Tada je BL simetrala
4ABC, pa iz sukladnosti trokuta
BMN i BMC, odnosno BLN i BLC sli -
jedi da je LNMC deltoid, tj. ML L
L NC, Nadalje je ¥BCO=70°, 4OCL=
=100"-70.°=30%, JCLQ=60", JOLN=
=40LC=60°, JAPL=90", JPML=30° ,
IPMN=10", 20MC=¢NMO=40", JCMB =
=180°-goMc=140°.

Neka je N EAB, CN.J-BM. )
Sludéaj se svodi na III nadin.

Neka je L=AC{1BM i NgAB, LN AM.
Sludaj se svodi na III nadin.

Neka je N todka u unutradnjosti 4
trokuta AgC, takva da Je <INAB=20
i 4NBA=10". Tada su trokuti ABN i
BAM sukladni (1ABl = |AB] , <CABN=
-&BAM=10°, JBAN=JABM=20"), pa je
[AN[=!BM| i WM]|AB (zbog jednakosti
visina na AB spomenutih trokuta),
tj. ABMN je jsdnakokraéan trapez.
Zbog AMNA=160° i IMAN=10° je i
LAMN=10°, pa iz jednakokradnosti
trokuta AMN slijedi da je lan!-=
=|MN| . Dalje, iz sukladnosti tro-
kuta ANC i BMC slijedi da jJe
LACN={BCM= , zbog dega je trokut

- 13 -

NMC Jednakokraéan. Ostaje jo3 pokazati da Je w=20°. Za >

3 20 =4MBC = [NM| = |BM]| >[CM] A dNCM £ 60~ > INMI>1CMI A JLCMN >
S 60°> ANCM = (NMi» [CMI |CMI=ICN|>INMI => [INMI>|CMI A tCMI>
> LNMI, 3to Je oéigo kontradikciéa. Sliéno se pokazuje da ne
moZe piti 81-{420 , pa je £=20", zbog Zega je ACMB=1B0"-
-2.207=140".

VII naéin: .
Neka su CAP i CBQ jedngkokracni
trokuti sa kutom od 20" uz osno -
viece AC i BC. Tada je trokut PQC
jednakostraniéan (tpCL=1QC!,
4PCQ=60"), pa je trokut AQP jed -
nakoksaéan sa kutegima IPAQ=YAQP-
=(180" - 45PQ)i2=18 5 gada$je je
4QAB=10°, JQBA=40"-20.=20", pa jg
Q=M. Kako jJe {CQE:130 -2.207=1407
to je i /CMB=140".

Zadatak 27 (Bugarska, 1976. g.): Zadan je paralelogram ABCD i
todka P, tako da je 4PAB=JPCB, pri ¢emu A i C leie = raznih
strana praveca PB. Dokazati da je JAPB=4DPC.
Dokaz:
Neka je Q takva tocka da je CDPQ
paralelogram. Tada je ( zbog
IQP{ = ICDI=IBAI i QPf1CD|1Ba) i
BAPQ paralelogram. Kako je JBCP=
=JBAP {uvjet zadatka)=<BQP (BAPQ
je paralelogram), tada kuteve
4BCP i 4BQP moZemo smatrati kao
Egriferne kuteve nad istim lukom
kruZnice na kojoj se nalaze
tocke P,Q,C,B. Odatle je <YAPB:=
=JPBQ (izmjeniéni kutevl u para-
lelogramu BAPQ)=4PCQ (periferni
kutevi nad istim kruZnim lukom
PQ)=4DPC (izmjenidni kutevi u pa-
ralelogramu CDPQ).

Zadatak 28 (DR Njemadka): Na stranici BC trokuta ABC dana je
tocka P_za koju je |PCl=2.1BPl. Nadéi JACB, ako je JABC=45" i
JAPC=60°.

Rjesenje: Iz uvjeka zadatka izlazi da je
; 4PAB=15". Neka je D todka simet-
+E A riéna todéki C u odnogu na AP.

Tada je JAPD=JAPC=60", odakle je
4BPD=60°. Kako je, osim toga, jo3
i lgPI:lCPi:E.IBPI, to je 4PBD=
=90~, pa je AB simetrala 4PBD.
Po3to je i AP simetrala 4CPD, to
je A srediste pripisane kruznice
trokuta PD%, pa je ﬁPgﬂ:#ADE (E€
€ BP)=(180"-307)/2=75 . Odatle je
YPAR=¥PAC=45", pa je JACB=JACP=
=75 "
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Zadatak 29 (Nizozemska, 1970 % &

: - &-): Unutar jednakostrani
trokuta ABC dane su tocke K,L,M, takve da je 4KAB:{LBA:?288
g?Bg=4§CB=20 s ILCA=JMAC=25". Nadi kuteve trokuta XKLM.

edenje:

Premaouvjetigarzadatka Je :200,
=25 ,{315 . o, 2. 4<30°, o+
+7 42607, FKAM=60°_4qMAC-JKAB=
=ol 1 analogno tome JLBM= /3,
B8 4KCL= g~
Neka Je AM NCL=N, BNANAC=P, CLN
NAB=Q.
PoSto je |ABI=IBCI (trokut ABC je
Jednakostranidan) 1 |aNl= [CN|
(jer je YACN=4TAN=~), to je BP
simetrala kuta4ANC, pa onda i ku-
ta JLNM.
Neka Jje B’ tofka unutar kuta
JLNM, izvan trokuta LMN i jedna-
ko udaljena od pravaca LN,LM i MN.
A Tada Je B' na simetrali dufine BN
% na:simetrali vanjskih kuteva u M
i N‘(Ej. B' je srediSte pripisane
ruznice trokuta LMN i ¥
{LB’M:1800—{B'LM—{%’ML=1800-(1808—{NLM)/2—(180°—iﬁME?1;2am0.
{fNLM+tNML)I2=(1BO —iLNM&fE:({NAC+{NCA)f2:(3:¢LBM, tj., B=B'.
Odatleoje: ﬁELM:&BLQS180 —&CQB—&ABL:&ABC+{BCQ—¢ABL:60°+:i+§°-
- &:60%q <BLC=180"ILBCALCB=180%-( o+ o )-( A+ =120
IMLC=HBLC-4BLM=120"- - (60°+ o )=60°-2f (jer je o< 307). '
Analogno se pokazuje da je ¥KLB=60°-24 , pa imamo:
LKLM=ZBLC-AKLB-IMLL=(120°- & ) -(60°-2 « }-(69%-2 & )=3e =60°
Analogno izlazi: <4LKM=3m =75 y SKML=34=45%, )

>

b v |s.-.4-.,"‘1. 5. SO

Zadatak 30 (Medunarodna matematidéka olimpijada u Australiji
1988. g:?s ABC je trokut sa pravim kutom pri vrhu A&, a toék;
D je noziste visine iz A. Spojnica sredista kruZnieca, upisa-
nih trokutima ABD i ADC, sijede stranice AB i AC redom u tod-
kama K i %. Oznadimo sa S i T redom povr$ine trokuta ABC i
AKL. Dokazi da je S22T.

Dokaz:

I naéin:

Neka su M i N sredista kruZnica
upisanih u trokute ABD i ADC, a

m i n njihovi polumjeri. Kako su
DM i DN simetraée pravih kuteva,
tada je <IMDN=90~ i [MDI: |ND|=
=mV2:ny2=min. Iz slidnosti troku-
ta ABD i1 CAD slijedi IMDI: (NDI =

= (ABl : |AC|, pa su (zbog ¥MDN=90°)
trokuti ABC i NMD slicéni. Odatle
slijedi da je <ABC=JDMN. Da%je je
u cetverokgtu BDMK 4BKM=135", pa
je YAKL=45, zbog Sega je |AK|-=
=|AD| . Analogno izlazi da je i
lALI{= AD , pa imamo:
S:T=(IBC! - |AD|):( IAK). | AL[)=

=(1BCI- ) ADI): ( 1AD) )= IBCI ; 1 AD] =

- 15 =

-1BC12: (1BCI- 1 ADI )=( JABI 2+ 1ACI 2) : (|ABI-{ACL)=1AB / |AC| +
+ |ACL / |ABl = 2 (dokaZite to 1)}, tj. SZ2T.
II naéin:
Neka su M,N sredi3ta kruZnica
upisanih u trokute ABD i ACD, a

A m,n pripadni im polumjeri. Ozna-
dimo nozista okomica, spustenih
iz M 1 N na stranice AB, AC i AD
sa E,F,G,H,P,Q, sjeciite MG t NF
sa 0, a duljinu visine AD troku-
ta ABC sa v. Tada je [AE{=v-m,
|AH)=v-n, pa je 1EF]=[AE[- [AF| =
z=yv-m-n 1 |HG|= JAH|- IAG|=v-n-m,
tj. |EF|=|HG|, pa Jje MNO jedna-
kokradam pravokutan trokut, Sto
su onda i trokuti KME i NLH. To
znadi da je IKElzm i [LH(=n, pa
Je |AK|=|AE|+(KE[=v 1 |AL!={AH{+
+|LHl=v. Dalje (kao u I naéinu)
dobivamo da je S 22T.

Zadaci za vijeZbu

1) U pravokutnom trokutu ABC kateta BC je krada od katete CA.
Nad stranicana trokuta s vanjske strane konstruirani su
kvadrati CBFG, ACHI, BADE. Dokazati da je |EFl £ IDII.

2) Dan je jednakostranidan trokut ABC i toéka O unutar njega.
Iz todke O spultene &u normale OD, OE, OF na stranice BC,
CA, AB trokuta. Dokazatl da je suma !ADI+IBE{+ICF| stalna
i da ne zavisi od izbora tocCke O.

3} U kruZnicu je upisan jednakostranidan trokut ABC. Na luku
BC je dana proizvoljna todka M. Dokazati da je IMAl={MBI+
+|MCl.

4) Tri jednaka kvadrata ABCD, CDEF i EFGH jedan do drugogao
¢ine pravokutnik ABGH. Dokazati da je Y¥ADB+¥XAEB+4AHB=90".

5) Todke M i N su na stranicama AB i CD Cetverokuta ABCD i
vrijedi: |AM!:IMB|=IDNI:{NC|=!AD]:|BC! . Dokazati da se
pravei AD, BC, MN sijeku u istoj tocki.

6) Na straniei AB trokuta ABC dana je toékaoP, tako da_je
IAPr:IPBr:1:3. Naédi QACP, ako je JCAB=45" i JABC=75".
(R: <XACP=157).

7) U trokutu ABC kut kod vrha B iznosi 40°. U unutradnjosti
trokuta odabrana je todka D, tako da je BD simetrala ABC
i da su trokyti DAB i DBC jednakokraéni. Odrediti <fACD.
(R: <ACD=307).

8) (SFRJ - II r. S8 - 1973. g.) Dan je jednakostranican tro-
kut ABC duljine stranice a i sa srediStem O i todka P
koja pripada duZini 0C. Konstruirati jednakostraniéni tro-
kut XYZ upisan u trokut ABC, tako da tocéke X, Y, Z pripa-
daju redom stranicama BC, CA, AB i da straniea XY sadrzzi
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9)

10)

11)

12)

13)

1)

15)

-l -

toéku P. Kada zadatak ima rjeSenje ?
(R: Zadatak ima rjeSenje za 0PI 2]0Cl/Y4).

(SFRJ - I r. S5 - 1980. g.) Neka je D todka na stranici
BC danog trokuta ABC, takva da je IDCl=2.!BD!. Odrediti
ostale kuteve trokuta ABC, ako je ¥ABC=45°, JADC=60°.
(R: <BCA=75", ¥CAB=60°).

(SFRJ - II r. S8 - 193u.°g.> Dan jg konveksap detverokut
ABCD kod koga je §ABD=50", <4ADB=80", JACB=40°, LDBC=XBDC+
+30°. Izraéugati <DBC.

(R: <DBC=70").

(SFRJ - I r. S5 - 1985. g. ) U unutradnjosti kvadrata
ABCD dana je togka E, tako da je trokut CDE jednakokradan
sa kutom od 150 kod.vsha E. Odrediti kuteve trokuta ABE.
(R: <EAB=¥ABE=¥BEA=60").

(SFRJ - IT r. S8 - 1986. g.) Na promjeru AD kruZnice dana
Je todka C. Neka je B todka te krufnice za koju je [ABI=
=|CDl. Dokazati da se u trokutu ABC simetrala unutrasnjeg
kuta kod vrha A, teZiSnica iz vrha B i visina iz vrha C
sijeku u jednoj todki.

(SFRJ - I r. S5 - 1988. g.) Izradunati kuteve trokuta ABC
ako teZisnica, simetrala kuta i visina iz vrha C dijele
kut 4ACB na Y4 jednaka dijela.

(R: ¥BCA=90°, JCAB=67°307, JABC=22°30").

(Medunarodna matematidka olimpijada u Finskoj - 1985. g.)
Dan je trokut ABC i kruZnica sa srediltem u O koja prola-
zi vrhovima A i C i sijefe stranice AB i BC u toékama K i
L. KruZnice, opisane trokutima ABC i KBL, imaju dvije za-
Jednigke tocke B i M. DokaZi da je 4OMB pravi kut.

(Medunarodna matematilka olimpijada u Kubi - 1987. g.)

U S8iljastokutnom trokutu ABC simetrala kuta kod vrha A
sijece stranicu BC u todéki L, a njemu opisanu kruZnicu u
tocki N. Na stranicama AB i AC su odabrane todke K i M,
takve da je JAKL=4AML=90". Doka%i da su povriine Setvero-
kuta AKNM i trokuta ABC medusobno jednake.

16) Konstruirati trokut kome je zadano: a+b+c, dyma.
17) Konstruirati trokut kome je zadano: ta, ha‘ 8.
18) Konstruirati trokut kome je zadanoc: a, h , A-f.
19) Konstruirati jednakokradan trokut kome je zsdano: 2b-a,d.
20) Konstruirati pravokutan trokut kome je zadano: a+b-c, .
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